Algorithme de Berlekamp

Théoréme : Soit p premier, n € Nk et ¢ = p". On se donne P € F [X] sans facteur carré. Si P n’est pas
irréductible, il existe V' € F,[X] tel que

P = H pged(V — a, P).
. o EXJR) — EXR)
Lemme : Soit R € F,[X]. On pose Sk : QX)) — 00X

définie et correspond a I’élévation a la puissance ¢ dans F,[X]/(R).

. L’application Sy est linéaire, bien

Fo[X] — Fy[X]
QX) — QX7
Comme nous somme en caractéristique p, il vient aussi que 6(Q (X)) = Q(X)%.

On pose alors 7 : F,[X] — F,[X]/(R) la projection canonique et A : 7 o §. Comme 7 est un morphisme
d’anneau, A aussi et on trouve alors A(R(X)) : m(R(z))? = 0. On peut ainsi passer au quotient 'application
A pour avoir Si comme voulue et qui est donc bien définie. ,

De plus on voit que Sg(Q(X)) = Sr(m(Q(X))) = 7(Q(X)?) = Q(X)", d’ot la complétion de la preuve. []

Preuve du lemme : Soit 0 : , c’est un morphisme d’anneau sans trop de soucis.

Voici maintenant I’algorithme en question :

En notant z = 7(X) et B = (1, x, ..., 2% ~1) qui est une base de F,[X]/(P) on considére 'algorithme
suivant :

1) On calcule la matrice de Sg — Id dans la base B

2) On montre que P posséde r = dim(ker(Sr — Id)) facteurs irréductibles.

3) On montre qu’il existe V' non-constant modulo P dans le noyau de Sy — Id tel que

P = H pged(V — a, P).

ackF,

Preuve du théoreme :

1,2) Comme F,[X] est factoriel on peut se donner P = H P; la décomposition en facteurs irréductibles de
1<i<r

P. On pose alors K; = F,[X]/(F;) pour tout .

Soit

- F,X]/(P) — Kix..xK,
" Qmod(P) — (Qmod(P,), ..., Qmod(P))

Le lemme chinois nous donne directement le fait que ¢ est une isomorphisme. On pose Sp = poSpow ™. On
remarque alors que cette application correspond a I’élévation a la puissance ¢ composante par composante
grace au lemme.

Ainsi, (21, ...,x,) € ker(gp —1d) < af = z; pour touti. Or 2] = x; <= x; € F,. En effet, P; est



irréductible donc F,[X]/(P;) est une extension de corps de F;. Donc le polynéme X? — X admet au maxi-
mum ¢ racines. Or I'image de I'injection de F;, dans F,[X]/(P;) est de cardinal ¢ et incluse dans les racines
de X7 — X par Lagrange, d’ou I’équivalence.

Finalement on en déduit que ker(Sp —1Id) = (F,)". Mais Sp — Id et S, —Id sont semblables donc la dimension
de leur noyau est la méme et vaut dim((£#,)") = r.

3) Sir = 1, P est irréductible et on a finit. Sinon, r > 2. Dans ce cas, {Constantes modulo P} = Vect(1)
est un sous espace-vectoriel de dimension 1. Grace a I’étape 2 on peut alors se donner un élément V' non
constant modulo P dans le noyau de Sp — Id. Notons alors o; = VmodPF;. On a déja vu que «; € F, pour
tout 7.

Montrons maintenant pged(V — «, P) H P,
{i:a;=a}

Comme pged(V — a, P)|P, par factorialité il existe [, C {1,...,n} tel que pged(V — «, P) H P;. Ona

alors I, = {i: B|V — a}:

- L’inclusion direct est triviale par définition.

- L’inclusion réciproque est plus subtile. Soit j € {i : F;|V — a}. Comme P;|pged(V — «, P) et que les P,
sont tous premiers entre eux, le lemme de Gauss affirme qu’il existe i dans I, tel que P;|P,; ie P, = Pj car P,
est irréductible, d’ou I'inclusion réciproque.

On conclut en écrivant que P = H P, = H H P, = H pged(V — o, P). O

1<i<r a€lq {i:a;=a} a€clFy

Pré-requis importants : Il faut étre a l'aise sur
+ Le théoréme chinois
« La factorialité des anneaux de polynomes

+ L’injection de IF, dans ses sur-corps



